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COMPETENTE GENERALE SI SPECIFICE

Ce vei invata anul acesta la matematica?

1. Identificarea unor date, marimi
si relatii matematice, in
contextul in care acestea apar

1.1. Identificarea unor notiuni specifice
multimilor si relatiei de divizibilitate in N

1.2. Identificarea rapoartelor, proportiilor si

a marimilor direct sau invers
proportionale

1.3. Identificarea caracteristicilor numerelor
intregi in contexte variate

1.4. Recunoasterea fractiilor echivalente, a
fractiilor ireductibile si a formelor de
scriere a unui numar rational

1.5. Recunoasterea unor figuri geometrice
plane (drepte, unghiuri, cercuri, arce de
cerc) in configuratii date

1.6. Recunoasterea unor elemente de
geometrie plana asociate notiunii de
triunghi

2. Prelucrarea unor date
matematice de tip cantitativ,
calitativ, structural, cuprinse
in diverse surse
informationale

2.1. Evidentierea Tn exemple a relatiilor de
apartenentd, de incluziune, de egalitate
si a criteriilor de divizibilitate cu 2, 5,
10", 3si91n N

2.2. Prelucrarea cantitativa a unor date
utilizand rapoarte si proportii pentru
organizarea de date

2.3. Utilizarea operatiilor cu numere intregi
pentru rezolvarea ecuatiilor si
inecuatiilor

2.4, Aplicarea regulilor de calcul cu numere
rationale pentru rezolvarea ecuatiilor
detipul:x+a=b,x-a=b,x:a=b
(a#0),a-x+b=cundea,bsicsunt
numere rationale

2.5. Recunoasterea coliniaritatii unor
puncte, a faptului ca doua unghiuri
sunt opuse la varf, adiacente,
complementare sau suplementare si a
paralelismului sau perpendicularitatii a
doua drepte

2.6. Calcularea unor lungimi de segmente,
masuri de unghiuri in contextul
geometriei triunghiului

3. Utilizarea conceptelor sia
algoritmilor specificiin
diverse contexte matematice

3.1. Utilizarea unor modalitati adecvate de
reprezentare a multimilor si de
determinare a c.m.m.d.c. si a c.m.m.m.c.

3.2. Aplicarea unor metode specifice de
rezolvare a problemelor in care intervin
rapoarte, proportii si marimi direct/
invers proportionale

3.3. Aplicarea regulilor de calcul si folosirea
parantezelor in efectuarea operatiilor
cu numere intregi

3.4. Utilizarea proprietatilor operatiilor
pentru compararea si efectuarea
calculelor cu numere rationale

3.5. Utilizarea unor proprietati referitoare la
distante, drepte, unghiuri, cerc pentru
realizarea unor constructii geometrice

3.6. Utilizarea criteriilor de congruenta si a
proprietatilor unor triunghiuri
particulare pentru determinarea
caracteristicilor unei configuratii
geometrice

4, Exprimarea in limbajul
specific matematicii a
informatiilor, concluziilor si
demersurilor de rezolvare
pentru o situatie data

4. Exprimarea Tn limbaj matematic a unor
situatii concrete care se pot descrie
utilizdnd multimile si divizibilitatea Tn N

4.2. Exprimarea in limbaj matematic a
relatiilor si a marimilor care apar in
probleme cu rapoarte, proportii si
madrimi direct sau invers proportionale

4.3. Redactarea etapelor de rezolvare a
ecuatiilor si a inecuatiilor studiate in
multimea numerelor intregi

4.4. Redactarea etapelor de rezolvare a
unor probleme, folosind operatii in
multimea numerelor rationale

4.5. Exprimarea, prin reprezentari
geometrice sau in limbaj specific
matematic, a notiunilor legate de
dreaptd, unghi si cerc

4.6. Exprimarea in limbaj geometric
simbolic si figurativ a caracteristicilor
triunghiurilor si ale liniilor importante
in triunghi

5. Analizarea caracteristicilor
matematice ale unei situatii
date

5.1. Analizarea unor situatii date in
contextul multimilor si al divizibilitatii
inN

5.2. Analizarea unor situatii practice cu
ajutorul rapoartelor, proportiilor si a
colectiilor de date

5.3. Interpretarea unor date din probleme
care se rezolva utilizind numerele
intregi

5.4. Determinarea unor metode eficiente in
efectuarea calculelor cu numere
rationale

5.5. Analizarea seturilor de date numerice
sau a reprezentarilor geometrice in
vederea optimizarii calculelor cu
lungimi de segmente, distante, masuri
de unghiuri si de arce de cerc

5.6. Analizarea unor constructii geometrice
in vederea evidentierii unor proprietati
ale triunghiurilor

6. Modelarea matematica a unei
situatii date, prin integrarea
achizitiilor din diferite
domenii

6.1. Transpunerea, in limbaj matematic, a
unor situatii date utilizand multimi,
operatii cu multimi si divizibilitatea Tn N

6.2. Modelarea matematica a unei situatii
date in care intervin rapoarte, proportii
si marimi direct sau invers
proportionale

6.3. Transpunerea, in limbaj algebric, a unei
situatii date, rezolvarea ecuatiei sau
inecuatiei obtinute si interpretarea
rezultatului

6.4. Interpretarea matematica a unor
probleme practice prin utilizarea
operatiilor cu numere rationale

6.5. Interpretarea informatiilor continute in
reprezentari geometrice pentru
determinarea unor lungimi de
segmente, distante si a unor masuri de
unghiuri/arce de cerc

6.6. Transpunerea, in limbaj specific, a unei
situatii date legate de geometria
triunghiului, rezolvarea problemei
obtinute si interpretarea rezultatului
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RECAPITULARE INITIALA

Recapitulare initiala

1. Ordoneaza crescator seturile de numere:

a) 1101, 11100, 11 010, 11101, 10 111; €)1,5; 1,35; 1,52; 2; 1,495; e) 2, % 13%
8 3 2)3 0. l § § 2 1 ~. 3 2
b) 38, 273, (3%)3, 81, 2022 d) 9643 f)14,4,14,133,25-
o) 2 112 13 14
Exemplu: e) 55/ 5575
2. Rotunjeste numarul:
a) 124 053 la sute; b) 64 231 la zeci de mii; c) 123,825 la zecimi; d) 0,52572 la sutimi.
Indicatie: Se scriu aproximadrile prin lipsd si prin adaos.
3. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect.
a) Produsul numerelor 1,23 si 100 este egal cu:
A. 12,3; B. 0,0123; C.123; D. 1230.
b) Rezultatul calculului 23 - 22 este egal cu:
A.2; B. 4; C.0; D. 12.
¢) Suma numerelor % si g este egala cu:
6 . 6. . 3
A.ﬁ, B'h' C.1, D. o
d) Fractia ordinara ireductibila echivalenta cu % este:
5. &, 3. 1
A.2, B'1' C.2, D.4.
Exemplu: a) C.
4, Calculeaza:
.90 -19 . 3 29,510 _3°
a)12+2020:20-19-3; e)3- 8 *379 "
. 2 . 3 , 100,
b)1+2+3+.. +50-275; f) == 100 100 100 100,
c)[5+5-(52+5%:57)]: 51 g)14-2,5+1,52-3,6:09;
1,1,1,1).9. _ _
d)(1+3+3+3+3) 3 h) 3.4 +3,(4) - 3,04 - 3,0(4).

Indicatie: Se tine cont de ordinea efectudrii operatiilor.
5. Determina ultima cifra a numarului natural m:
a)m = 55%+99%: h)m = 210+ 310+ 710,
6. a) Determina cel mai mare numar natural care da catul 20 prin impartire la 17.
b) Determina cel mai mic numar natural care, prin impartire la 23, da catul 10.
Indicatie: deimpdrtit = impadrtitor - cat + rest
7. Calculeaza media aritmeticd a numerelor: a) 28 si 36; b) 225 si 475; c) 154, 24 si 17.
8. Scrie divizorii numarului: a) 36; b) 81; c) 144; d) 96.
9. Scrie cate trei multipli nenuli ai numarului: a) 24; b) 56; c) 18.

10. Scrie sub forma de fractie ordinara ireductibila: a) 22, b) %; ©)1,2(3); d) 0,(6); e) 1,25.

11. Demonstreaza ca numarul m = ab + ba + 143 este divizibil cu 11, oricare ar fi numarul natural de doua
cifre ab.

12. Demonstreaza ca numarul @ = 2" +2"*1+21+2 + 21*3 este multiplu al numarului 15, pentru oricare numar
natural n.

13. Diferenta a doua numere rationale pozitive este 3,2. Determina cele doua numere, stiind ca unul dintre ele

este de trei ori mai mare decat celalalt.
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RECAPITULARE INITIALA

14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.
28.

Pentru un pix si doua caiete, Dan a platit 11,1 lei. Determina pretul unui caiet, stiind ca acesta costa cu
1,8 lei mai mult decat doua pixuri.

Pentru 8 caiete de acelasi tip, Aura a platit 24 de lei. Cati lei ar fi platit daca ar fi cumpdrat numai 5 caiete?

Cinci robinete cu acelasi debit umplu o piscina in 4 ore si 15 minute. in cat timp se va umple piscina dacd
curg numai trei robinete?

Andrei a cumparat 3 caiete i 2 pixuri pentru care a platit 14,1 lei. Mara a platit 19,4 lei pentru & caiete si 3
pixuri. Mircea cumpara 3 caiete si 5 pixuri. Ce rest primeste Mircea de la 0 bancnota de 200 de lei?

intr-un bloc sunt 40 de apartamente cu doua si patru camere, in total fiind 100 de camere.

a) Verifica daca numarul apartamentelor cu doua camere poate fi egal cu numarul apartamentelor cu
patru camere.

b) Determina numarul apartamentelor cu 2 camere.
Determina media aritmetica a numerelor g, b si 3, stiind ca media aritmetica a numerelor a si b este 1,5.

in graficul alaturat este reprezentat numarul 60

autoturismelor care au intrat intr-o parcare pe ¢,

parcursul unei saptamani. 40

az C%teﬁmvagﬁni au intrat in parcare in acea 30 B numr masini
saptamana?

b) Calculeaza cate masini au intrat in parcare, 20

in medie, pe zi. 10

Calculeaza: 0 L Ma Mi J V S D

a) 102°46’ + 10°52’; ) 26°24' - 3;

b) 150°-123°25"; d) 127°: 4.

in figura 1, punctul E este mijlocul segmentului AD, punctul C este simetricul punctului A fata de punctul D, iar
punctul B este simetricul punctului Afata de punctul C. Determina lungimea segmentului BD, stiind ca ED=1,5cm.
A E D C B

Figura 1

Determina masurile unghiurilor AOB, PNQ si HEG din figurile geometrice de mai jos, stiind ca punctele A,
0, Csi, respectiv, F, E, D sunt coliniare.

H

55° 309 75°

A 0 C N P D E F

Un dreptunghi cu lungimea egala cu 22 cm si latimea egala cu 18 cm are acelasi perimetru cu un patrat.
Care dintre ele are aria mai mare?

Un tractor ara intr-o zi 9 hectare. in cate zile vor ara 12 tractoare un teren in forma de dreptunghi cu
lungimea de 4,8 km si latimea de 360 dam?

Un robinet are debitul 2400 | pe ora. in cate ore poate umple o piscina in forma de paralelipiped dreptunghic
cu lungimea de 9 m, latimea de 8 m si adancimea de 2 m?

Cati litri de apa incap intr-un acvariu in forma de cub cu lungimea muchiei egala cu 40 cm?

Pentru a vopsi un cub din lemn cu latura de 3 dm sunt necesare 720 g de vopsea. Ce cantitate de vopsea
este necesara pentru a vopsi un cub (din acelasi material) cu latura de 6 dm?
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UNITATEA 1 Multimi. Multimea numerelor naturale

1. Multimi: descriere, notatii, reprezentari.
Multimi numerice/nenumerice. Relatia dintre un
element si o multime

. Descopar

Nl

@m&u@,

N

W a, l, &

Grupul literelor din Colonie de pinguini Buchet de lalele Turma de oi

alfabetul limbii
romane cu ajutorul C .. . . . - ..
cirora se scriu Folosind imaginile de mai sus, raspunde la urmatoarele intrebari:
semivocalele si
vocalele

1. Litera ,,u” face parte din grupul literelor din alfabetul limbii romane cu ajutorul
carora se scriu semivocalele si vocalele? De cate ori apare in acest grup? Exista
litere care nu fac parte din acest grup? Da cateva exemple.

’

2. Cuvintele ,turma”, ,colonie”, ,,buchet”, ,grup” implica existenta unui anumit numar
de obiecte distincte si bine determinate, din care sunt compuse. Da exemple de
alte cuvinte de acelasi tip. Care este termenul care poate inlocui aceste cuvinte?

invat @

Multimea este o colectie de obiecte (numite elementele multimii) de naturd oarecare, bine determinate si
distincte.

in general, multimile se noteaza cu majuscule din alfabetul latin (A, B, C, ...), dar se pot folosi si notatii de
tipul: A, A,, D, etc.

Pentru a pune in evidenta faptul ca este vorba despre o multime, nu despre o simpla enumerare, vom scrie
elementele acesteia intre acolade. De exemplu, multimea numerelor naturale de o cifra poate fi scrisa

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
OBSERVATII
1. Intr-o multime, orice element apare o singura data.

De exemplu, multimea literelor din alfabetul limbii romane cu ajutorul carora scriem cuvantul ,biblioteca”
este {b, i, |, 0, t, e ¢, a}. Desi litera ,b” apare de douad ori in scrierea cuvantului ,biblioteca”, in multime
este scrisa o singura data.

2. Intr-o multime nu conteazi ordinea scrierii elementelor.

De exemplu, multimea {a, b, c} mai poate fi scrisa {a, c, b}, {b, a, c}, {b, ¢, a}, {c, a, b} sau {c, b, a}.

10



Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

Exista doua moduri de definire a unei multimi:
« Explicit (sintetic), numind individual elementele sale:
- Multimea se scrie punand intre acolade elementele sale.
Exemplu: Multimea numerelor naturale impare de o cifra se poate scrie {1, 3, 5,7, 9}.
- Multimea poate fi ilustrata desenand o curba inchisa si scriind in interiorul ei
elementele corespunzatoare (diagrama Venn-Euler a multimii considerate).

Exemplu: Multimea numerelor naturale impare de o cifra se poate reprezenta
cain figura 1.

« Implicit (analitic), specificdnd o proprietate pe care o au toate elementele sale Figura 1
si nu o au alte elemente care nu apartin multimii.

Exemplu: Multimea numerelor naturale impare de o cifra se poate scrie {X | X este numar natural impar
de o cifra} (citim ,multimea elementelor X cu proprietatea ca X este numadr natural impar de o cifra").
Multimea care nu are niciun element se numeste multimea vida si se noteaza cu @.
0 multime ale carei elemente sunt numere se numeste multime numerica.

Exemplu: Multimea numerelor naturale impare de o cifra este o multime numerica.

Multimile care nu sunt numerice se numesc multimi nenumerice.
Exemplu: Multimea oraselor din tara noastra este o multime nenumerica.
Daca A este o multime si X este un element al sau, spunem ca X apartine multimii A si notam X € A.
Daca A este 0 multime si X nu este un element al sau, spunem ca X nu apartine multimii A si notam X & A.
Exemple:
1. Daca A este multimea numerelor prime, atunci 3 € Asi 4 & A.
2.DacaB={a,b,c d},atunciceAsie ¢A.
3.Daca C ={n | n este numar natural mai mic decdt 4}, atunci 0 € Asi 7 ¢ A.

Exercitiu rezolvat

Se considera multimile A = {X | X este numar natural, 1< X < 5},

B = {X este numar natural,18 : X} si C={0, 1, 4,9, 16, 25, ...}.

i) Scrie multimile A si B prin enumerarea elementelor.

i) Scrie multimea C folosind o proprietate caracteristica a elementelor sale.

iii) Completeaza casetele cu unul dintre simbolurile € sau ¢ pentru a obtine
propozitii matematice adevarate.

a)2[JA; b)1[JA; ¢)36[1B; d)o[]B; e)100[]C; f)453[]C.
Rezolvare: ‘
i) Numerele naturale X care verificd inegalitatea 1< X <5 sunt2,3, 4si 5, deci |
A=1{2,3, 4,5} ‘
Daca 18 : X, atunci X poate fi 1,2, 3, 6,9 sau 18. Asadar, B={1, 2, 3, 6, 9, 18}.

ii) C={X | X = k% k este numar natural}
i) a)2eA;, b)1¢A ¢)36¢B;, dogB, e)100eC f)ua53¢C



UNITATEA 1 Multimi. Multimea numerelor naturale

Aplic

. Da exemple de multimi ale caror elemente sunt obiecte:

a) din penarul tau; b) din camera ta; c) din sala de sport.

. i) Scrie, prin enumerarea elementelor, multimea literelor din cuvantul:
a) matematicd; b) tehnologie; c) cancelarie; d) geografie; e) multime.

ii) Compard, in fiecare caz, numarul elementelor multimii cu numarul literelor
cuvantului.

=n

Exemplu:i)a){m, a,t, e, i, c, a};ii) Cuvantul ,matematicd” are 10 litere, iar multimea
literelor cuvantului are 8 elemente si 8 < 10.

. i) Scrie, prin enumerarea elementelor, multimea cifrelor numarului:
a) 1201120; b) 2023; ¢) 77777; d) 302203 032; e) 9182736 450.
ii) Compara in fiecare caz numarul elementelor multimii cu numarul cifrelor

0 oy numarului.
G F 4. Fie M multimea literelor cu ajutorul carora este notat dreptunghiul din figura 2,
A : : P mt.Jl’;imea} literelor cu. ajutorulv carora este notat. pétr;.sltul fjin figura 2 si ‘T
) multimea literelor cu ajutorul carora este notat triunghiul din figura 2. Scrie
Al multimile M, P si T prin enumerarea elementelor. Exemplu: M = {B, E, F, G}
5. In figura 3 sunt reprezentate multimile A, B, C, D si E cu ajutorul diagramelor
A B Venn-Euler. Scrie aceste multimi prin enumerarea elementelor.
6. Realizeaza diagrama Venn-Euler pentru fiecare dintre multimile:
a) multimea numerelor naturale prime mai mici decat 20;
b) multimea numerelor naturale pare de o cifra;
¢) multimea divizorilor numarului 12;
C > £ d) multimea formelor de relief din tara noastra.
A 7. Gaseste greseala si scrie corect multimile A = {5, 7,9, 7}, B = {q, 5, 6, 3,a},
° C={7,5,7,5,7,5}.
8. Completeaza spatiile libere cu unul dintre simbolurile € sau ¢ pentru a obtine
propozitii matematice adevarate.
e a)8 __ {2,4,6,8); e)8910 _ {8,9,10}; Exemplu: a) €
b)p__ {a,d,d,e,i,o,u}; flo__ @;
012 {1,2,4,6,8}); g)5  {nln e numar natural impar};
d)9_ {8,910} h) 0 __ {xIX e patratul unui numar natural].

9. Se considerd multimea M = {X | X e numar natural par, 8 < X < 71}. Precizeaza
valoarea de adevar a afirmatiilor:

a)8eM; c)82+1eM; e)30-3".32.33 e \M; Exemplu: a) F
b) 24 e m; d)20° e m; f) 20421422+ 23424+ 25 M,

10. Determina multimea A, stiind ca are 3 elemente, 0 ¢ A, 2 € A, 4 € A 7 & A
10¢Asi6eA

. 12



Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

11. Se considerd multimile: A={X | X este numar prim de o cifra}, B={X | X este tara Joc:
vecina cu Romania}, C = {X | X este zi a saptamanii}, D = {X | X este numar impar ELIMINA INTRUSUL
de o cifra, X130}, E = {X | X este luna a anului care are 31de zile}, F={n | n este
numar natural impar, 3 < n < 9}. Scrie multimile A, B, C, D, E si F prin enumerarea
elementelor.

12. Tn tabelul de mai jos sunt prezentate temperaturile medii inregistrate timp de o
saptamana la o statie meteorologica.

Elementele fiecareia
dintre multimile de
mai jos, cu exceptia
unuia dintre ele, au o
proprietate

Ziua luni marti miercuri joi vineri sambatda duminica caracteristica.
Temperatura (°C) 21 20 22 20 19 18 21 Precizeaza care este
aceasta proprietate si

Fie T multimea temperaturilor medii inregistrate, M multimea zilelor in care el
elimina ,intrusul”.

temperatura medie a fost mai mare decat 20°C si P multimea zilelor in care
temperatura medie a fost mai mica decat 20°C. Scrie multimile T, M si P prin l.

enumerarea elementelor. oaia
A . C . . vaca
13. Reprezinta in trei moduri (prin enumerarea elementelor, scriind o proprietate cainele
comuna a elementelor, folosind diagrama Venn-Euler): L pisica
. . N capra
a) multimea divizorilor numarului 32; porcul

b) multimea numerelor naturale care impartite la 5 dau catul 3;

¢) multimea numerelor naturale prime de o cifra;

d) multimea numerelor de o cifra care sunt patratele unor numere naturale.
14. Stabileste valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii: @

a)10 € {X | X = 5" n este numar natural};

b) 8 ¢ {X | X =2n, n este numar natural prim};

c)7 €{X| X=2n+1, n este numar natural};

d) 50 € {X | X = n?, n este numar natural};

e)17 ¢ {X | X =5n+2, n este numar natural};

f) 0 e {X | X =2n, n este numar natural}.

15. Scrie multimea A, folosind o proprietate caracteristica a elementelor sale:

a)A={1,3,9,27,81}; d)A={1,3,5,7,9,11,13,15,17,19};
b)A={2,3,5,7,11,13,17,19}; A= {13302 20 53]
Q) A={0,2, 46,8} .
16. Fie A multimea literelor cuvantului ,bacalaureat” si B multimea silabelor a){0,2,4,5, 6, 8};
cuvantului ,bacalaureat”. Precizeaza valoarea de adevar a afirmatiilor: b) {0, 1, 4, 9, 12, 25, 49};
a) bac € B; QueA e)ceAsicaeB; g)feA c){3,6,9,1,12, 15}
b) ba € B; d)aeAsiaeB; f) at € B; d){1,2, 4 6, 8, 16, 32}.

17. Se considera multimile:

A= {X | X e numar natural nenul, %e numar natural},
B={x|x=ab, ab + ba = 66},

C={Xx|X= abc, a, b, c sunt numere naturale,a-b-c = 8},
D ={X | X este divizor par al numarului 24},

E={X | X e multiplu de doua cifre al numarului 15}.

Scrie multimile A, B, C, D si E prin enumerarea elementelor.

13 -



UNITATEA 1 Multimi. Multimea numerelor naturale

2,  2.Relatii intre multimi
%

Descopar

1. Se considera multimile A = {X| X e numadr natural nenul de o cifra} si
* B={y|Yy=2X Xe numar natural nenul, X < 4}. Scrie multimile A si B prin
enumerarea elementelor. Ce relatie este intre elementele multimii B si multimea A?

2. Se considera multimile C = {X | X e cifrd a numarului 112102} siD={X | X e cifraa
numarului 2 012}.

a) Reprezintd multimile C si D cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.

b) Scrie elementele care apartin atat multimii C, cat si multimii D. Ce poti spune
despre multimile C si D?

Doua multimi A si B sunt egale daca au aceleasi elemente. Se noteaza A = B.

Daca doua multimi A si B nu au aceleasi elemente, atunci multimile nu sunt egale.
Se noteaza A #B.

EXEMPLE:
1. Multimile A si B, respectiv C si D din figura 1 sunt egale. Scriem A= B si C=D.

B

A
C - . . .
2. Multimile A = {2, 4, 6, 8} si B = {m | m e numar natural par nenul de o cifra}
sunt egale. Intr-adevar, reprezentand multimea B prin enumerarea
elementelor sale, obtinem B = {2, 4, 6, 8}, deci cele doua multimi au aceleasi
elemente. Scriem A = B.
D

3. Multimile M = {X | X e numar natural, X <4} si P = {1, 2, 3} nu sunt egale.

Reprezentand multimea M prin enumerarea elementelor sale obtinem
O M={0,1,2,3}. Cum 0 € Msi0 ¢ P, multimile M si P nu sunt egale. Scriem M # P.
Figura 1 OBSERVATII
1. A=A pentru orice multime A. 3.DacaA=BsiB=C atunciA=C.

2. Daca A =B, atunci B=A.

Multimea A este inclusa in multimea B daca orice element al multimii A este
element al multimii B. Se noteaza A C B si se citeste: ,multimea A este inclusa in
multimea B". in acest caz, putem spune ca multimea B include multimea A (se
noteaza B D Asi se citeste ,multimea B include multimea A”) si multimea A este
o submultime a multimii B (figura 2).

OBSERVATII

: e : 1. Muttimea vida este submultime a oricarei multimi (@ c A, pentru oricare muttime A).
ACB,BDA

2. Orice multime este inclusa in ea insasi (A c A, pentru oricare multime A).

EXEMPLU:
Submultimile multimii A = {1, 2, 3} sunt: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}.

B 14



Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

Multimea tuturor submultimilor unei multimi X formeaza multimea partilor
multimii X si se noteaza % (X).

EXEMPLU:

Daca A = {1, 2, 3}, atunci 2(A) = {@, {1}, {2},{3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.
OBSERVATII
1.Daca A Cc BsiB CA,atunciA =B.
2.DacaAcBsiBcCatunciAcC

A B

Multimea A nu este inclusa in multimea B (sau multimea A nu este o submultime a @

multimii B) daca cel putin un element al multimii A nu este element al multimii B.

Se noteaza A ¢ B (se citeste ,multimea A nu este inclusa in multimea B”) sau Figura 3

B 2 A (se citeste ,multimea B nu include multimea A”) (figura 3). (A¢B,B 3 A)

Multimea A din figura 3 nu este o submultime a multimii B (multimea A nu este
inclusd in multimea B/multimea B nu include multimea A) deoarece a € A, ¢ € A,
dara ¢ B, c ¢ B.

Exercitii rezolvate

1. Fie C multimea numerelor naturale de o cifra si D = {n | n e numar natural, n < 10}.
Demonstreaza ca C c D.
Rezolvare:
Scriind elementele celor doua multimi, obtinem C={0, 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9} si
D={0,1,23,4,5,6,7,8,9,10}, deci C c D.

2. Fie multimile A = {1, 3, 5, 7} si B = {1, 5,X,2X + 1}, unde X este numar natural.
Determina valorile lui X pentru care A = B.
Rezolvare:
Observam ca 1si 5 apartin atat multimii A, cat si multimii B. Cum A=B,3 € Asi
7e€Arezultaca3 eBsi7eB, deciX=3sauX=7.
Pentru X = 3 obtinem B = {1, 3, 5, 7}, ceea ce implica A = B.
Pentru X = 7 obtinem B = {1, 5,7, 15}, ceea ce implica A # B.
Deci X = 3 este singura solutie.

3. FieA={n | n e numar natural, n < 11}. Scrie o submultime a multimii A formata din:

a) numere prime; ¢) puteri ale lui 2; e) divizori ai lui 12.
b) numere impare; d) multipli ai lui 3;
Rezolvare:

A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

a) {2, 3, 5, 7} sau orice submultime nevida a acesteia.
b) {1, 3, 5,7, 9} sau orice submultime nevida a acesteia.
) {1,2, &4, 8} sau orice submultime nevida a acesteia.

)
d) {0, 3, 6, 9} sau orice submultime nevida a acesteia.
e){1,2,3, 4, 6} sau orice submultime nevida a acesteia.
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UNITATEA 1 Multimi. Multimea numerelor naturale

Aplic
OBSERVATIE
1. Completeaza casetele cu unul dintre simbolurile €, ¢, c, D, =, #, pentru a obtine
Pentru unele casete
. ; ; propozitii adevarate:
exista doua sau trei . .
e a){1,2} [J{0,1,2,3) 9y, 21 LIt x Y, 2
completare. b)2 [1{0,1,2,3} h){1,2} (J{n | n e numar natural prim};
0 {1,2,4} |:|{1 2,3} i) {2,3} C1{n | n e numar natural prim};
d){0,1,2} (J{1, 2} j)81{n I ne oputerea lui2};
e){1,2} (141} k) @[] {13
A ; f){0} ] 2; ) {11J{0,1,2,3}
o 2. Se considera diagramele Venn-Euler din figura 4.
i) Scrie multimile A, B, C, D, E, F, G si H prin enumerarea elementelor acestora.
Q i) Scrie relatiile de incluziune existente intre multimile A, B, C, D, E, F, G, H.
0 L= iii) Precizeaza valoarea de adevdr a urmatoarelor propozitii: @
. F akteh d){10,13,16} > F; g){10,13,15,16,18}=H; ) {0} c D;
\ G b){3,4}CB; €){2,3,6}CA h){0,1,2,3,4,56,715A; k)Dc{0,3,7,8}

3. Stabileste daca multimile A si B sunt egale.
a)A=1{1,2,3,4},B={2220+2" 49 27}
b)A=1{1,2,3},B=1{X| x enumar natural, X < 3};
c)A={0,2,4,6,8)},B={X|Xenumar natural, X e multiplu al lui 2};

d) A este multimea literelor cuvantului ,maro”, B e multimea literelor cuvantului
,aroma”.

m@ )13 eH; f){16} CE; i) G > {13, 14, 17, 19}; ) @ cG.

Figura &4

4. Scrie multimea divizorilor, multimea divizorilor proprii si multimea multiplilor de
doua cifre ai numarului 18.

5. Determina multimea A cu proprietatile {2, 3} c Asi A c {1, 2, 3, 4, 5}. Analizeaza
toate cazurile posibile.
6. Determina toate multimile X care indeplinesc simultan conditiile:
){2,3,5}C X ii)X c{0,1,2,3, 4 5}
7. Fie M multimea literelor cu ajutorul carora se scrie cuvantul ,lalea”. Scrie
submultimile multimii M.
8. Se considera multimea A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
a) Scrie toate submultimile multimii A care au suma elementelor egala cu 9.
b) Scrie doud submultimi ale multimii A, X si Y, astfel incat X C Y.
9. Scrie elementele multimii A, stiind ca 2 (A) = {@, {0}, {1}, {0, 1}}.
10. Se considera multimile A = {X | X este masura unui unghi ascutit},
= {X | X este masura unui unghi obtuz}, B = {30°, 10°, 89°, 72°},
C ={120°, 150°, 92°, 105°}, D = {20°, 90°, 80°, 45°}, E = {170°, 121°, 99°, 90°},
F={1°,2° 3° 4°, 5% G ={120°, 150°, 135°} si H = {91°, 92°, 93°, 94°}.
a) Precizeaza care dintre multimile B, C, D, E, F, G, H sunt submultimi ale multimii A.
b) Precizeaza care dintre multimile B, C, D, E, F, G, H sunt submultimi ale multimii O.
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UNITATEAT

11. Se considera multimea A = {1, 2, 3, 4, 5}. Scrie 0 multime B astfel incat:
a)BDA; b)AcB; ¢)B¢gA; d)A>DB; e)A#B; f)A=B.
12. Se considerd multimile A=1{X, Y,z t}, B={X, Y, 5}, C=1{z 52}, D={X, Y, 3} si

E ={8, y}. Determina numerele naturale X, Yy, z si t, stiind ca multimile B, C, Dsi E
sunt submultimi ale multimii A.

13. Se considera multimea A = {1, 2, 3, 4, 5}. Scrie submultimile multimii A:
a) care au un numar prim de elemente;
b) ale caror elemente sunt numere prime;
¢) care nu contin numerele 15si 5;
d) care au 4 elemente;
e) ale caror elemente sunt numere compuse;
f) ale caror elemente sunt numere pare;
g) ale caror elemente sunt patratele unor numere naturale.
14. Fie multimea A = {0,3,4,6,8,9,12, 14}.
Scrie o submultime a multimii A formata din:

a) multipli ai lui 3; d) multipli ai lui 6;

b) divizori ai lui 12; e) multipli ai lui 2;

c) patrate ale unor f) numere impare;
numere naturale; g) numere compuse.

15. Se considerd multimea A={X | X = ab silab +bla + ab1 = 888}.
a) Scrie elementele multimii A.
b) Scrie submultimile multimii A ale caror elemente sunt numere impare.

16. Folosind toate elementele multimii {1, 3, 5, 7, 10}, scrie doua submultimi ale
acesteia care indeplinesc simultan conditiile:
a) nu au elemente comune;
b) suma elementelor acestora este aceeasi.
17. Se considera multimea A = {% | a, b sunt numere naturale nenule si % e fractie
subunitaré}.
a) Scrie trei elemente ale multimii A care au numitorul egal cu 5.

b) Scrie o submultime a multimii A formata din 5 elemente.

tem 101111y (227 1) (1276
c) Se dau mult,lmlleB—{2,0,3,4,5,6},C—{3,5,4,5},0—{9,7,8,7},
E= {%, g,%, %,%} Care dintre acestea e submultime a multimii A?

18. Fie A={X | X e numar natural, restul impartirii lui X la 5 este 3}.
a)Arata ca38 € Asi 17 ¢ A.
b) Determina cel mai mic numar de doua cifre care este element al multimii A.
¢) Determind cel mai mare numdr de doua cifre care este element al multimii A.
d) Scrie o submultime a multimii A formata din trei numere prime.
e) Scrie o submultime a multimii A formata din patru numere pare.
f) Demonstreaza ca niciun element al multimii A nu este patratul unui numar natural.

LUCRATI IN PERECHI

Stiti din clasa a V-a ca
dreptele, semidreptele
si segmentele sunt
multimi de puncte.

Figura 5

Folosind figura 5,
precizati valoarea de
adevar a urmatoarelor
propozitii (in acest
exercitiu, prin scrierea
de forma AB am notat
dreapta AB).

a) {B,D} c b;

b) {A B, C} c q;
¢){D, E, C} C b;
d)Aeaq;

e)D ¢ b;

f){D, A, B,C}Cq;
g){A D,E F} D a;
h){A,B,C}=g;
i){D, E, F} # b;
j)AB =g

k) b > DF;
)bca

m){A C}ca;

17 .



UNITATEAT

Multimi. Multimea numerelor naturale

invat @

STIATI CA..?

» Notatia N pentru
multimea
numerelor naturale
provine

din limba franceza,
de la cuvantul
naturel = natural.

» Notiunea de
cardinal al unei
multimi a fost
introdusa in 1879
de matematicianul
Georg Cantor.

» Cardinalul unei
multimi se mai
numeste si puterea
acelei multimi.

3. Multimi finite, cardinalul unei multimi finite.
Multimi infinite. Multimea numerelor naturale

Descopar

Fie D,, multimea divizorilor naturali ai numarului 12 si M,, multimea multiplilor
naturali ai numarului 12.

a) Reprezinta multimile D, si M., prin enumerarea elementelor.
b) Cate elemente are multimea D_,?
c) Ce poti spune despre multimea M,?

Daca totalul elementelor unei multimi se poate exprima printr-un numar natural,
spunem ca multimea este finita. Daca o multime nu este finita, spunem ca este
infinita.

EXEMPLE:

1. Multimea cifrelor din sistemul zecimal este o multime finita pentru ca are
10 elemente.

2. Multimea numerelor naturale este infinita.
Multimea numerelor naturale se noteaza cu N.
N={0,1,23,45,..}.
Multimea numerelor naturale nenule se noteaza cu N".
N'={1, 2 3, 4 5,.}.
Cardinalul unei multimi finite reprezinta numarul de elemente ale acelei multimi.
Cardinalul unei multimi finite A se noteaza card A sau |A].
EXEMPLU:
Multimea A = {a, b, ¢, d} are patru elemente. Scriem card A = 4 (sau IAl = 4).

OBSERVATII

1. De regula, multimea divizorilor numarului natural nenul p se noteaza cu D,
iar multimea multiplilor numarului natural nenul p se noteaza cu M,
De exemplu, D, = {1,2,3,6,9,18},
il E {0,1-18,2-18,3-18,4-18,5-18, ..} = {0,18, 36, 54, 72, 90, ...}.

2. Multimea divizorilor unui numar natural nenul este finita, iar multimea
multiplilor unui numar natural nenul este infinita.



Multimi. Multimea numerelor naturale

Exercitii rezolvate

1

1

Determina cardinalul multimii A.

a)A={nlneN,n<17; A={nlneN,neM,n<2}
b)A={nlneN,nl32  d)A={nlneN,10<n<40sin:7}
Rezolvare:

a)A={1,2,3, ..., 16}, deci card A = 16;

b) A={1,2, 4,8,16,32}, deci card A = 6;

c)A={3,6,9,12,15,18,21}, deci card A=7,

d) A = {14, 21, 28, 35}, deci card A = 4.

. Precizeaza care dintre multimile A= {X | X e N, X =ab, a # b},

B={X1X=2n,neN},C={X|X e numar natural impar, X € M},
D={X|XxeM,X<100}, E={X | X €M, X>100} sunt finite si determina
cardinalul acestora.

Rezolvare:

Cum multimea A este formata din numerele naturale de doua cifre, care au cifrele
diferite, A ={10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, ..., 98}. Dintre numerele
naturale de doua cifre, multimii A nu ii apartin numerele naturale de doua cifre
care au cifrele egale (adica 11,22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99). Asadar, multimea A este
finita sicard A=90-9=81.

B={2:0,2-1,2-2, 2-3, 24 2-5.} = B={0,2,46,8,10, ..}

Multimea B nu este finita.

C = @, deoarece multimea M, este formata numai din numere pare. Deci card C = 0.

D={0, 3,6,9,.., 99} Asadar, multimea D este finita si card D = 34.
3-0 3-13-23-3 3-33

E={102, 105,108, 111,..} = Multimea E nu este finita.
3-34 3-35 3:36 3-37

Aplic

Scrie o multime care sa aiba cardinalul egal cu:

a)0; b)1, o4& d)10; e)90; f)100; g 900; h)1000.

a) Precizeaza care dintre multimile D, M, M., D.., M,;,D ., D, D, sunt finite.
b) Determina cardinalul multimilor finite identificate la punctul a).

Determina cardinalul multimii X. @

a)X={nlneN,n<50}
b)X={n|neN’, n<50};
oX={nlneN, 23<n<50}
d)X={n|neN’, n?<50}

e) X =1{20,2",22, 23,24 ..., 220},

f)x={1,5,9,13,17,.., 101};
{11111 1y
g))('{3’6'9'12'15' '99}'
h)X={n|lneN, 3sn<23,n:3}
)X={nlneN,4<n<3575]|n}

J)X={nlneN, 2°<n<2"}.

. Scrie doua multimi A si B astfel incat card A=3, card B=5si A C B.

UNITATEAT

LUCRATI IN PERECHI

A. Estimati cardinalul
urmatoarelor multimi:

a) multimea elevilor
din scoala voastra;

b) multimea elevilor
din clasa a Vl-a din
scoala voastra;

¢) multimea notelor
pe care le veti obtine
in acest an scolar;

d) multimea
locuitorilor din
comuna/orasul
vostru;

e) multimea oraselor
din Romania;

f) multimea
comunelor din
Romania.

B. Ce puteti spune
despre cardinalele
multimilor A si B?
Raspundeti la
intrebare asociind
Lunu la unu”
elementele celor doua
multimi.

a) A este multimea
cartilor din biblioteca
unei scoli, iar B este
multimea codurilor de
inregistrare ale
acestora.

b) A este multimea
elevilor din clasa
voastra, iar B este
multimea codurilor
numerice personale
ale acestora.
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UNITATEA 1 Multimi. Multimea numerelor naturale

A B 5. Determina cardinalul fiecareia dintre multimile A,B,C,D,E si F, reprezentate cu
ajutorul diagramelor din figura 1.

6. Se considera multimile A={X | Xe N,3[x},B={X | X e N, X |24},

C={xIxeN,x<9siD={X| xeN,11sx}.
0 a) Precizeaza care dintre multimile A, B, C, D sunt finite. Calculeaza cardinalul

fiecareia dintre multimile finite identificate.
C b) Scrie cate doud exemple de submultimi finite ale multimilor infinite de mai sus.
c) Adauga o conditie suplimentara astfel incat multimea A sa devina finita.
7. Se considera multimile A={X | X=k,keN},B={X|X=2p-1,peN}.
a) Scrie cate patru elemente din fiecare multime.
b) Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect:
A. Multimile A si B sunt finite.
B. Multimea A e finita si multimea B e infinita.
C. Multimea A e infinita si multimea B e finita.

E D. Multimile A si B sunt infinite.

Figura 1 c) Adauga o conditie suplimentara astfel incat:

i) multimea A sa fie finita si card A = 10.
ii) multimea B sa fie finita si card B = 25.

Portofoliu

Fie ) multimea judetelor din Romania, O multimea oraselor din Romania, C multimea comunelor din
Romania, M multimea municipiilor din Romania, R multimea oraselor cu peste 300 000 de locuitori din
Romania, V multimea tarilor cu care se invecineaza Romania.

a) Scrie submultimea multimii ] formata din judetele din Moldova.
b) Scrie submultimea multimii O formata din orasele din judetul Tulcea.

¢) Scrie submultimea multimii O formata din orasele din judetul in care locuiesti sau dintr-un judet
vecin.

d) Scrie submultimea multimii O formata din orase cu peste 200 000 locuitori.

e) Scrie relatia dintre multimile M si O folosind simbolurile matematice.

f) Scrie elementele multimilor R si V.

g) Determina cardinalul fiecareia dintre multimile J, C, O, M, R, V.
Documenteaza-te pe https://ue.mae.ro/romania/137 si din alte surse pentru a rezolva sarcinile de lucru.
Urmareste etapele realizarii unui portofoliu asa cum apar in anexa de la pagina 224.
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Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

4. Operatii cu multimi: reuniune, intersectie, diferenta

Descopar

in figura 1 sunt reprezentate multimile A ={1,2, 3, 6} si B = {1, 2, 4, 8, 9} cu ajutorul
diagramelor Venn-Euler.

a) Determina elementele care apartin fie multimii A, fie multimii B. Hasureaza
suprafata ce contine aceste elemente.

=
vs]

b) Determina elementele comune multimilor A si B. Coloreaza cu rosu suprafata

. Figura 1
ce cont,lne aceste elemente.

¢) Determina elementele care apartin multimii A si nu apartin multimii B. Coloreaza
cu albastru suprafata ce contine aceste elemente.

d) Determina elementele care apartin multimii B si nu apartin multimii A. Coloreaza
cu galben suprafata ce contine aceste elemente.

invit @ @

Reuniunea multimilor A si B este multimea formata din elementele care apartin
cel putin uneia dintre multimile A sau B. Se noteaza A u B (figura 2).

AUB = {X| X eAsauX € B}

=
ve]

EXEMPLU: Figura 2

Reuniunea multimilor A={1, 2, 3, 6} si B = {1, 2, 4, 8, 9} este multimea
AUB={1,2,3,46,8,9}(figura 3).

=
ve]

Intersectia multimilor A si B este multimea formata din elementele comune Figura3

multimilor A si B. Se noteaza A n B (figura 4).

AnB={X|XeAsiXeB}

=
w

EXEMPLU: ;
Figura 4

Intersectia multimilor A={1, 2, 3, 6} si B = {1, 2, 4, 8, 9} este multimea

AnB={1,2}(figura 5). AnB

Doua multimi a caror intersectie este multimea vida se numesc multimi disjuncte.

EXEMPLU:
Multimile A ={1, 3,5, 7} si B = {2, 4, 8} sunt disjuncte (AN B = @).

=
w

Figura 5
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A % Diferenta dintre multimea A si multimea B este multimea formata din elementele
care apartin multimii A si nu apartin multimii B. Se noteaza A \ B (figura 6).
A\B={x|xeAsix¢&B}

Figura 6
A\B EXEMPLE:
A B 1. Diferenta dintre multimea A = {1, 2, 3, 6} si multimea B = {1, 2, 4, 8, 9} este
multimea A \ B = {3, 6} (figura 7).
2. Diferenta dintre multimea B = {1, 2, 4, 8, 9} si multimea A = {1, 2, 3, 6} este
multimea B \ A = {4, 8, 9} (figura 8).
Figura7
B\A OBSERVATII
A B .
1.Ingeneral,A\BzB \ A.
2. Daca A si B sunt multimi finite, atunci:
card (A u B) = card A + card B - card (A n B) (principiul includerii si al
excluderii).
Figura 8
Exercitii rezolvate
1. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
)AUB =1{0,1,2,3,45})i)AnB = {2,3}iii)A\ B = {1,5}.
A B Rezolvare:
AnB =1{2,3} =22€A3€A2eB,3cB(figura9)
A\B={1,5} =1€A5€A1¢B,5¢B(figura10) ;= 0¢A 4&A 0€B,
AuB={0,1,2 3,45} 4 € B (figura 11)
Figura 9

in concluzie, A={1,2,3,5}si B={0,2,3, 4}.

g Q 2. Fie multimile: A={X | X e N, X<6},B={y |y=X3, X €N, X< 4}si
C={X|X=3k+1,kReN,k<4}DetermindAUB,BNC,AUC,AU(BNC),A\C.
Rezolvare:

Figura 10 Determinam elementele multimilor A, B si C:
X eN,X<6=>xXe{1,23,45}. DeciA={1,2,3,4,5}

A B
X<t XeN=>Xel{0,1,2,3, 4= x2e{0,1, 4,9, 16}. Deci B ={0, 1, 4, 9, 16}.
kReN, R<t=kel0,1,2,3, 4}
k=0=>3k+1=3-0+1=1 k=3=3kr+1=3-3+1=10

Figura 11 k=1=3k+1=3-1+1=4 k=t=3k+1=3-4+1=13
k=2=3k+1=3-2+1=7
Asadar, C = {1, 4,7, 0, 13}.
AUB={0,1,23,45916};BnC={1,4;AUC={1,23,45,7,10, 13}
Au(BNnC)=AuU{1,4}={1,2,3,45;A\C={23,5}
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3. Aratd ca multimile A={X | X e N,Xx=5n+3,neN}siB={X | X €N, Xe patratul
unui numar natural} sunt disjuncte.
Rezolvare:

Daca X € A, atunci ultima cifra a lui X este 3 sau 8, deci X nu poate fi patratul unui
numar natural si, prin urmare, X & B (ultima cifrd a patratului unui numar natural
poate fi 0,1, 4,5, 6 sau 9).

Asadar,AnB= Q.

4. Fiecare dintre cei 24 de elevi ai clasei a VI-a A vorbeste fluent cel putin una dintre
limbile engleza si franceza. 18 elevi vorbesc fluent limba engleza si 12 elevi
vorbesc fluent limba franceza.

a) Cati elevi vorbesc fluent ambele limbi?
b) Cati elevi vorbesc fluent numai limba franceza? ‘
Rezolvare: -

a) Fie A multimea elevilor clasei a VI-a A care vorbesc fluent limba engleza si B
multimea elevilor clasei a VI-a A care vorbesc fluent limba franceza. Astfel, A U B
e multimea elevilor clasei a VI-a A siA n B e multimea elevilor clasei a VI-a A care
vorbesc fluent ambele limbi.

Tn acest caz, card A =18, card B = 12, card (A U B) = 24.

card(AuB)=card A+cardB-card(AnB)=24=18+12-card(AnB) =
card(A N B) = 6.

Numarul elevilor clasei a VI-a A care vorbesc fluent ambele limbi este 6.

b) Numarul elevilor care vorbesc fluent numai limba franceza este 12 - 6 = 6.

Aplic

1. Se considera multimile A={0, 2, 4,6, 8}, B={1,3,5,7,9}si C={2, 3,5, 7}. Determina
elementele multimilor: AuB, AnB, (AuB)nC, C\B, (A\CQu(B\Q),
(AnCu(CnB).

INDICATIE: Pentru a determina elementele multimii (A U B) n C, determinam
intai elementele multimii A U B.

2. Tn figura 12 sunt reprezentate multimile A, B, Csi D cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.
a) Scrie multimile A, B, C, D prin enumerarea elementelor.
b) Determina card A, card B, card C si card D.

¢) Determina multimile: AuB, CuD, (AuB)n(CuD), (B\Cu(C\B)
(AnB)Nn(CND).

3. n figura 13 sunt reprezentate multimile A, B, C si D cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.
a) Scrie multimile A, B, C, D prin enumerarea elementelor.
b) Scrie multimile F, G, H,1, M, P, S si T prin enumerarea elementelor.

F={X|XeAsauXeB}; M={X|XeAsauX eBsauXeC}
G={X|xeAsixeD} P={X|XeDsixe¢C}
H={x|XxeA XeB,XeCsiXeDb} S={X|XxeAsix¢D}

Figura 13

I={X| X eCsiX¢gD} T={X|XeCsix¢B}.
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Multimi. Multimea numerelor naturale

STIATICA.? @) @

Folosirea figurilor
pentru reprezentarea
multimilor isi are
originea in vechime.
Printre matematicienii
care s-au preocupat de
studierea multimilor si
reprezentarea acestora
cu ajutorul diagramelor,
se afla:

o Leonard Euler
(matematician german,
1707-1783) a folosit
figuri rotunde pentru a
explica anumite reguli
ale logicii;

e John Venn
(matematician englez,
1834-1923) a adus
imbunatatiri
diagramelor lui Euler.
De aceea, diagramele
reprezentand multimi
sunt numite diagrame
Venn-Euler;

» Georg Cantor
(matematician german,
1845-1918) a creat
teoria multimilor, care
a devenit o teorie
fundamentala a
matematicii.

LUCRAT! iN PERECHI

Completati spatiile
libere pentru a obtine
propozitii adevarate.
a)al|b =anb = ..
b) Dreptele a si b sunt
concurente in punctul
A= anb=..

c) Dreptele a si b sunt

confundate=anb-=..

danb=@ =>a..b

N 24

4. Fie A multimea literelor cu ajutorul carora se scrie cuvantul ,geografie”,
B multimea literelor cu ajutorul carora se scrie cuvantul ,geometrie”, C multimea
literelor cu ajutorul carora se scrie cuvantul ,istorie” si D multimea literelor cu
ajutorul carora se scrie cuvantul ,biologie”. Determina multimile: CuD, AuD,
(AuCQ)n(BuUD),(D\Cu(C\D),(AnB)Nn(CND).

5. Se considera multimea X = {0, 1,2, 3, 4}.

a) Scrie doud multimi disjuncte nevide, A si B, astfel incat AU B = X.
b) Scrie doua multimi nevide, C si D, astfelincdt C\ D = X.
c) Scrie doud multimi, Esi F, E # F, astfel incdtENF = X.

6. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
a)AuUB = {0,2,4,6,8,10,12}; ¢)AnB={4 6}
b)An{8 10,12} = @; d){0,2)nB = @.

7. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
a)AuB = {a,b,c, d}; b)b € A c) AnB = {a,c}

8. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
a)AUB = {1,2,3,4,56,7,89; b)AnB > {3,57; cB\A = {689}
9. Se considera multimile A ={X | X=k(R+1), ke N}siB={X|X = 2p+1,peN}L

Calculeaza card (A n B).
10. Fie L, multimea literelor cu ajutorul cdrora se scrie cuvantul x. Determina
cardinalul urmatoarelor multimi: L . n L \ Lo Liorcoy N L

|nalt; I'prieten
Lotin Y Lo L O L \L L. nL L ulL

plin ilicit mtuneric; erou las’ ~premiant castigator®
11. Fie Asi B doua multimi cu card A = 4 si card B = 8. @
a) Determina card (A u B), daca card(A n B) = 2.
b) Determina card (A n B), daca card (A u B) = 10.
c) Determina card (A U B), stiind caAn B = @.
d) Determina card (A n B), stiind ca A C B.

leustean’

legal; I'lumine'l

~

12. Intr-o clasa sunt 24 de elevi. Dintre acestia, 12 merg la cercul de matematica, 16
merg la cercul de lectura, iar 2 elevi nu merg la niciun cerc. Cati elevi din clasa
merg numai la cercul de lectura?

13. Se considera multimeaX = {0,1,2,3, ..., 51}
a) Calculeaza suma elementelor multimii X.

b) Da exemple de doua submultimi disjuncte ale multimii X, A si B, astfel incat
suma elementelor multimii A sa fie egala cu suma elementelor multimii B.

c) Da exemple de doud submultimi disjuncte ale multimii X, Csi D, care indeplinesc

simultan conditiile:
i) suma elementelor multimii C este egala cu suma elementelor multimii D;
i)CUD = X

14. Se considera multimile X = {X | X € N, X <100, X = 3k, k € N} si
Y={y |y €N,y <100, restul impartirii lui y la 6 este 1}.

a) Determina: card X, card Y, card (X n'Y), card (X U Y), card (X \ Y).

b) Calculeaza suma elementelor multimii X.

¢) Calculeaza suma elementelor multimii Y.
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5. Descompunerea numerelor naturale in produs de
puteri de numere prime

imi amintesc

1. Se considera multimile X = {X [ X € N, x <20}, P={p | p € X, p € numar prim},
C={c|ceX cenumar compus}siA={alaeX anueste numar primsi a nu
este numar compus}. Scrie multimile X, P, C si A prin enumerarea elementelor.

2. Scrie ca produs de numere prime urmatoarele numere compuse: 24, 30 si 32.

""""

Invat | O

Orice numar natural compus se poate scrie ca un produs de puteri de numere prime. Aceasta scriere este
unica, exceptand ordinea factorilor.

Pentru a scrie un numar natural ca produs de puteri de numere prime procedam astfel: desenam o linie
verticala, Tn stanga acesteia scriem numarul pe care trebuie sa-l descompunem si caturile obtinute la
impartirile cu numerele prime, iar in dreapta liniei scriem numerele prime folosite.

EXEMPLE:
1.

168 | 2 Identificam cel mai mic divizor prim al numarului 168. Acesta este 2. Efectuam impartirea 168 : 2 = 84.
84| 2 Identificam cel mai mic divizor prim al numarului 84. Acesta este 2. Efectuam impartirea 84 : 2 = 42.
42 | 2 Identificam cel mai mic divizor prim al numarului 42. Acesta este 2. Efectuam impartirea 42:2 = 21.
21| 3 Identificam cel mai mic divizor prim al numarului 21. Acesta este 3. Efectuam impartirea 31:3=7.

7|7 7estenumar prim, deci singurul divizor prim al sau este 7. Efectuam impartirea7:7 = 1.

1
Am obtinut 168 = 2-2-2-3 -7, deci scrierea numarului 168 ca produs de puteri de numere prime este
168 = 23-3-7.
2.

360 | 2-5 360:10.Cum 10 =2 -5 putem scrie in dreapta liniei verticale 2 - 5. Calculam 360 : 10 = 36.
36| 2 36 : 2. Efectuam impartirea 36 : 2 = 18.
18| 2 18 : 2. Efectuam impartirea 18 :2 = 9.

93 9 : 3. Efectuam impartirea 9:3 = 3.
313 3 e numar prim. Efectuam impartirea 3:3=1.

Am obtinut 360 =2-5-2-2-3- 3, deci scrierea numarului 360 ca produs de puteri de numere prime este
360 = 23-3%-5,
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Multimi. Multimea numerelor naturale

STIATI CA..?

Putem afla numarul de
divizori ai unui numar
natural fara a scrie
multimea divizorilor
acestuia.

Daca n € N se scrie ca
produs de puteri de
numere prime
n=pt-pl-ph-.ph
unde p, p, Py -r P,
sunt numere prime, iar
R, Ry Ry R EN,
atunci numarul de
divizori ai numarului

n este:

(R 1) (Ry+ 1) . (R, + 7).

N 26

Aplic

1. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate: @

a) Dintre numerele 13, 34, 1, 202, 101, 0, 690, 2 043, 149, 11 001, 233, 344, 433,
numere prime sunt: ...

b) Dintre numerele 103, 74, 11, 221, 211, 0, 960, 2 403, 903, 11 601, 233, 544, 107,
numere compuse sunt: ...

2. Se considera multimile X = {222, 35, 81, 360, 125, 900, 7000, 1024, 324, 55, 1000,
72000, 666, 1230, 405, 504, 2700, 402, 255, 210}, X, = X xeX Xx:2}
X;=XIxeXx:3, X,=XIxeXx:5,X={XIXxeXXx:9}
X;o =X IXEX X 110} X, = {X | XEX, X 1102} 5i X0, = {X | X EX X 10}

a) Scrie multimile X X3 X X X0 Xi000 X1000 PFiN €NUMerarea elementelor.
b) Determina multimile: X, nX; X,nXs X, \ X5 X\ X X, UX,; X,UXg
(Xs \ X10) U (Xz \ Xm)'

3. a) Scrie numerele 15, 18, 25, 38, 56, 81, 125, 49, 111, 63, 96 ca produs de puteri de

numere prime.

b) Scrie multimile D, D, D,s, Dug, Doy Dgyy Dy Dygr Dygps D

elementelor.

Dy prin enumerarea

491 Z 1 Ve

D..D,.D,,D.,D_,D

c) Determina cardinalul fiecareia dintre multimile: D, D, D, D,y Dy, Doy D,

Dm' Desv D96'

4. Scrie ca produs de puteri de numere prime urmatoarele numere naturale: 780,
140, 88, 128, 1024, 729, 20 400, 50 000, 6300, 2310, 540, 1210, 2890, 3 430, 375.

5. Scrie numerele naturale X si'y ca produse de puteri de numere prime si identifica
divizorii comuni:
a)X=42siy=76; b)X=132siy=330; )X=52siy=78.

6. Completeaza spatiile libere cu numere naturale pentru a obtine propozitii
adevarate:
a) Dacd 144 =2m-3" atuncim =...sin=....
b) Dacd 2700 =2m-3"- 5P, atuncim=..,N=..Sip = ...
c)Dacd7007=7"-11"-13%,atuncim=..,n=..sip=...
d) Daca 1575=3m-5"- 7P, atuncim=..,n=..sip =....

7. Descompune in produs de puteri de numere prime numerele X, Yy si Z si scrie
produsul X - Y - Z sub forma de produs de puteri de numere prime.
a)X =72,y =150 si Z = 385; C) X =315,y = 875 si Z = 735;
b) X =126,y =280 si Z=112; d) X =1024,y =729 si Z = 1250.




Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

6. Determinarea celui mai mare divizor comun si a celui
mai mic multiplu comun. Numere prime intre ele

Descopar
1. a) Scrie multimile D, si D,, prin enumerarea elementelor si apoi determina cel D, reprezinta
mai mare divizor comun al numerelor 36 si 42. multimea divizorilor
b) Scrie ca produs de puteri de numere prime numerele 36, 42 si cel mai mare numarului natural
divizor comun al acestora. Ce observi? nenul n.

2. a) Scrie cei mai mici patru multipli nenuli ai fiecaruia dintre numerele 45 si 30 si
apoi determina cel mai mic multiplu comun al numerelor 45 si 30.
b) Scrie ca produs de puteri de numere prime numerele 45, 30 si cel mai mic
multiplu comun al acestora. Ce observi?

ivat @

Determinarea celui mai mare divizor comun

Cel mai mare divizor comun a doua sau al mai multor numere naturale, nu toate

nule, este cel mai mare numar natural care divide numerele date.

OBSERVATIE Fie asi b doua
numere naturale
nenule. Daca d = (a, b),
atunciD,n D, =D,

Cel mai mare divizor comun a doua sau al mai multor numere naturale este
divizibil cu orice divizor comun al acestora.

Cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a si b se prescurteaza
,c.m.m.d.c” si se noteaza (a, b).

Pentru a afla cel mai mare divizor comun a doua sau al mai multor numere
naturale procedam astfel:
« scriem numerele naturale ca produse de puteri de numere prime;
» luam, o singura data, factorii primi comuni, cu exponentii cei mai mici cu care
apar in descompuneri si ii inmultim.
EXEMPLU:
Pentru a determina cel mai mare divizor comun al numerelor 264 si 252 procedam astfel:

Scriem numerele naturale ca produse 264 | 2 252| 2
de puteri de numere prime. 132} 2 126 | 2

66 | 2 63| 3

33| 3 21| 3

mn 7

1 1
264=2-3-1 252=2%-32-7

Luam, o singura data, factorii primi comuni, cu exponentii 264 = 23-3-1
cei mai mici cu care apar in descompuneri si 1i inmultim. 252 = 22-3%2-7

(264,252)=22-3 =12
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Doua numere naturale se numesc prime intre ele daca cel mai mare divizor comun al lor este 1.

Daca numerele a si b sunt prime intre ele, notam (a, b) = 1.

EXEMPLE:

1.(57)=1 2.(2,15)=1  3.(10,9)=1.
Determinarea celui mai mic multiplu comun
Cel mai mic multiplu comun a doua sau al mai multor numere naturale nenule este cel mai mic numar
natural nenul care se divide cu numerele date.

OBSERVATIE

Cel mai mic multiplu comun a doua sau al mai multor numere naturale divide orice multiplu comun al

acestora.
Cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale a si b se prescurteaza ,.c.m.m.m.c” si se noteaza cu [a, b].

Pentru a afla cel mai mic multiplu comun a doua sau al mai multor numere naturale procedam astfel:
« scriem numerele naturale ca produse de puteri de numere prime;
o luam, o singura data, factorii primi comuni si necomuni cu exponentii cei mai mari cu care apar in
descompuneri si ii inmultim.
EXEMPLU:
Pentru a determina cel mai mic multiplu comun al numerelor 360, 420 si 660 procedam astfel:

36025 420(2-5 630 [2-5
36| 2 42| 2 633
Scriem numerele naturale ca produse de 18| 2 213 23
puteri de numere prime. 9|3 / 717
3|3 1 1
1

360=23-32-5  420=2*-3-5-7 630=2-32-5-7
Luam, o singura data, factorii primi 360 = 23-32-5
comuni si necomuni cu exponentii cei mai 420 = 22-3-5-7
mari cu care apar in descompuneri si i 630 = 2-32-5-7
inmultim. [360, 420, 630] = 2%+ 32+ 5-7=2520
OBSERVATIE

a- b =(a, b) - [a,b], pentru oricare numere naturale nenule asi b.

Exercitii rezolvate

1. Determina numerele naturale a si b, cu a < b, pentru fiecare dintre situatiile:
a)(a,b)=15sia+b=135 b)[a,b]=90 sia-b=270.

Rezolvare:

a) Dacd (a,b) =15sia<b,atuncia=15-ksib=15-t, unde (k, t)=1si R <t.
a+b=135=>15-k+15-t=135=>15-(R+t)=135=>kR+t=9
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R+t =29
(khit) =1 =>k=1sit=8sauk=2sit=7sauk=4sit=5

k<t
Obtinem a =15 si b =120 sau a =30 si b =105 sau a = 60 si b = 75.
b)a-b=(ab)-[ab] =270=(a,b)-90 = (a,b)=3
Daca (a,b)=3sia<b,atuncia=3-ksib=3-t unde (k t)=1sik<t.
a-b=2710=>(3-k)-(3-9)=270=>9-(k-1)=270 > k- t=30= k=1sit=30sau
k=2sit=15sauk=3sit=10 sauk=5sit=6.
Obtinema=3sib=90saua=6sib=45saua=9sib=30saua=15sib=18.
. Prin impartirea numerelor 371, 463 si 393 la acelasi numar natural nenul n
se obtin resturile 11, 7 si, respectiv, 9. Determina valorile numarului natural n.

Rezolvare:

Deoarece prin impartirea la numarul natural nenul n se obtin resturile 11, 7 si,
respectiv, 9, obtinem n > 11, n >7sin > 9, de unde rezulta n > 11.
37M:n=c,rest=371=n-c,+11=360=n"c, = nl360
463:n=c,rest7=463=n-c,+7=456=n"-c,= nl456 + = n|(360, 456, 384)
393:n=c,rest9=>393=n-c,+9=384=n-c,= nl384
360=23-3%-5;456=2%-3-19;384=27-3= (360, 456,384) = 23-3=24

Am obtinut n | 24 si n > 11, de unde rezulta n € {12, 24}.

. Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 18, 45 si 54, da de fiecare
data restul 13 si caturi nenule.

Rezolvare:

Fie n numarul natural cerut.
n:18=c,rest13=>n=18-c+13=>n-13=18¢,=>(n-13): 18
n:45=c,rest13=>n=45-c+13=>n-13=45¢,=>(n-13): 45
n:54=c,rest13=>n=5-c+13=>n-13=54c,=(n-13): 54

Din cele trei relatii obtinem (n - 13) : [18, 45, 54].

Descompunand numerele in produs de puteri de numere prime, obtinem:
18=2-3% 45 = 32.554 = 2-33si[18, 45,54] =2-33-5=270.

Cum n este cel mai mic numar natural cu proprietatea (n - 13) : [18, 45, 54],

obtinem ca n - 13 este cel mai mic multiplu comun al numerelor 18, 45 si 54, adica
n =13 =270. Rezulta n = 283.

. Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 18 da restul 15, impartit la
24 da restul 21, iar impartit la 30 da restul 27.

Rezolvare:

Fie n numarul natural cerut.
n:18=c,rest15=>n=18-¢+15=>n+3=18-¢,+18=>n+3=18-(c,+1) =
= (n+3):18
N:24=c,rest21=>N=24-C,+N=>n+3=24-C,+24=>n+3=24-(c,+1)=>
= (n+3):24

UNITATEAT

Stim, din clasa a V-3,
ca, pentru oricare
numere naturale a si
b, cu b # 0, exista si
sunt unice numerele
naturale c §i r, numite
cat si, respectiv, rest,
astfelincata=b-c+r
sir<b.
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UNITATEAT

Multimi. Multimea numerelor naturale

INDICATIE:

a) Elementele multimii
D,, N D, sunt divizorii
comuni ai numerelor
24 51 18. Acestia sunt
divizorii celui mai
mare divizor comun al
numerelor 24 si 18.

INDICATIE:

a) Elementele multimii
M,, N M, sunt
multiplii comuni ai
numerelor 24 si 18.
Acestia sunt multiplii
celui mai mic multiplu
comun al numerelor
24 51 18.

N 30

n:30=c,rest27=n=30-¢,+27=>n+3=30-¢,+30=>n+3=30-(c,+1) =

= (n+3): 30

Din cele trei relatii rezulta (n+3) : [18, 24, 30]
18=2-3%24=23-3;30=2-3-5=[18,24,30]=23-32-5 = 360

n e cel mai mic numar natural pentru care (n+3) : 360 = n +3 =360 = n = 357.

Aplic

1. Determina cel mai mare divizor comun al numerelor:

a) 24 si 36; d) 18, 36 si 48; g) 180, 216 si 288;
b) 45 si 54; e) 125, 200 si 375; h) 1200, 1800 si 2000;
) 275si72 f) 144,156 si 192; i) 150, 450 si 600.

2. Determina cel mai mic multiplu comun al numerelor:

a) 24 si 18; d) 18, 36 si 48; g) 180, 576 si 288;
b) 36 si 54; e) 125, 225 si 275; h) 1200, 1800 si 2000;
c) 28'si 77, f) 140, 96 si 210; i) 510, 680 si 850.

3. Verificarelatiaa - b =(a,b) - [a, b], pentru:

i)a=72sib=54 ii)a=108sib=96; iii)a=1001sib=1092.
4. Determina multimile:
a) D24 n D18; C) D72 n D108; e) DZOO n D375 n D650; g) D169 n D196'

b) D20 n D36; d) DZAO n D108; f) D126 n D162 n D270;
5. Determina cel mai mare numar natural care divide simultan numerele:
a) 441, 588, 735; d) 1515, 1818, 21271;
b) 1001, 1029, 1309; e) 121121, 143143, 187187.
€) 2145, 2431, 2717,
6. Determina cel mai mic numar natural nenul care este divizibil cu numerele:
a) 21, 35 si 49; ¢) 315, 420 si 630;
b) 77, 91 si 132; d) 1515, 1818 si 2121.
7. Scrie cele mai mici 4 elemente ale multimii:
a) M24 N M18; c) M7z N M48; e) M12 n M16 n Mzo;
b) M, N M, M, nM,;  fiM,AnM, N M,;
8. Verifica daca numerele a si b sunt prime intre ele.
a) a =121si b = 144; c)a=143sib=195 e)a=150sib =157
b) a =54 sib =77; d) a =169 si b = 361; f) a=233sib =333,
9. Determind numerele naturale de doua cifre de forma ab pentru care (ab, 48) = 16.

g) M, N M.

10. Determina numerele naturale X pentru care [X,18] = 90.
11. Determina numerele naturale de forma 2Xy, stiind ca (2Xy, 12) = 1.
12. Determina numarul natural de forma abcd, pentru care (2ab, 9¢d ) = 93.

13. Determina numarul natural de forma abab (a < b), pentru care
(abab, baba) = 606.



Multimi. Multimea numerelor naturale

UNITATEAT

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

Determina numerele naturale a si b, a < b, pentru care:
a)(a,b)=34sia+b=272 c)(a,b) =28 sia + b = 840;
b) (a,b)=15sia- b=1350; d) (a,b)=7sia-b=735.
Determina numerele naturale a si b, a < b, pentru care:
a)[a,b] =252 sia- b =504 c)[a,b]=255sia- b =4 335.
b) [a,b] =72sia- b = 864;
Elevii clasei a VI-a B au primit de la un sponsor 48 de pere, 72 de banane si

120 de mere. Fructele au fost distribuite in mod egal elevilor din clasa. Determina
numarul elevilor din clasa a Vl-a B, stiind ca este cel mai mare numar posibil.

Gelu are 40 de carioci si 26 de pixuri, pe care le imparte in mod egal prietenilor
sai. Stabileste cati prieteni are Gelu, stiind ca Ti raman cate 5 obiecte din fiecare.

Prin impartirea numerelor 348, 228 si 277 la acelasi numar natural nenul n se
obtin resturile 3, 21 i, respectiv, 1. Care sunt valorile numarului natural n?

Prin impartirea numerelor 319, 213 si 387 la acelasi numar natural nenul n se
obtin resturile 4, 3 si, respectiv, 2. Care sunt valorile numarului natural n?

Prin impartirea numerelor 15 022, 16 027 si 17 030 la acelasi numar natural nenul
n, se obtin resturile 7,11 si, respectiv, 13. Determina valorile numarului natural n.

impartind numerele 373, 391 si 513 la acelasi numar natural nenul, obtinem
resturile 13, 7 si, respectiv, 9. Determina impartitorul.

Determina cel mai mare numar natural n cu proprietatea ca, prin impartirea
numerelor 293, 397 si 366 la n se obtin resturile 5, 1 si, respectiv, 6.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 20, 24 si 36, da de fiecare
data restul 13 si caturi nenule.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 210, 140 si 315, da de
fiecare data restul 100 si caturi nenule.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 42, da restul 27, impartit
la 70 da restul 55 si impartit la 30 da restul 15.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 40, da restul 12, impartit
la 36 da restul 8 si impartit la 54 da restul 26.

Sorin are mai multe placute dreptunghiulare identice cu dimensiunile 12 cm si,
respectiv, 8 cm. Care este numarul minim de placute de acest fel cu care Sorin
poate forma un patrat? Determina aria patratului format.

Daca elevii unei scoli se asaza in randuri cate 12, 15 sau
18, nu raman randuri incomplete. Determina numarul
de elevi ai scolii, stiind ca este cel mai mare numar
natural de trei cifre cu aceasta proprietate.

Maria aranjeaza cutii pe un raft. Daca le grupeaza
cate 2,3, 4,5sau 6, ramane o grupa cu o singura
cutie. Daca formeaza grupe de cate 7 cutii, nu
raman grupe incomplete. Stabileste numarul
de cutii de pe raft, stiind ca este cel mai mic
numar posibil.

LUCRATI IN PERECHI

A. Determinati

(225, 180):

a) prin scrierea
multimilor divizorilor
numerelor si
identificarea celui mai
mare dintre
elementele comune
acestor multimi;

b) prin scrierea
numerelor ca produse
de puteri de numere
prime si inmultirea
factorilor primi
comuni (luati o
singura data) cu
exponentii cei mai
mici.

Care dintre cele doua
metode e mai
eficienta?

B. Determinati
[225, 180]:

a) prin scrierea celor
mai mici sase
elemente ale
multimilor multiplilor
nenuli ai numerelor si
identificarea celui mai
mic dintre elementele
comune acestor
multimi;

b) prin scrierea
numerelor ca produse
de puteri de numere
prime si inmultirea
factorilor primi
comuni si necomuni
(luati o singura datd)
cu exponentii cei mai
mari.

Care dintre cele doua
metode e mai
eficienta?

31



UNITATEAT

Multimi. Multimea numerelor naturale

Ne amintim din
clasa a V-a:

Numarul natural nenul
b divide numarul
natural a (sau numarul
natural a este divizibil
cu numarul natural
nenul b) daca exista
numarul natural c,
astfelincata=>b-c.
Scriem b| a si citim

,b divide pe a”

(sau a: b si citim

,a e divizibil cu b”).

7. Proprietati ale divizibilitatii in N
Descopar

Completeaza casetele cu A, daca enuntul este adevarat sau cu F, daca este fals.
in cazul enunturilor false, scrie un exemplu prin care sa ilustrezi acest lucru.

a) Suma a doua numere naturale pare este un numar natural par.[]
b
c
d
e
f

g

~

Suma a doua numere naturale impare este un numar natural impar. []

~

Dacaalbsialc atuncial (b +c) unde a, b si c sunt numere naturale. []

~

Dacaa | (b+c),atuncialbsialc undea,b sicsunt numere naturale.[]

~

Daca un numar natural se divide cu 5, atunci el se divide cu 15.[]

~

Daca un numar natural se divide cu 6, atunci el se divide cu 3.[]

~

Daca un numdr natural se divide cu 3 si cu 6, atunci el se divide cu 18.[]

Proprietatile divizibilitatii in N:

1.a | a, pentru oricare numar natural a.

2.Dacaalbsiblc atuncialc, unde g, b si c sunt numere naturale.
3.Dacaalbsialcatuncial (b +c), unde g, b si c sunt numere naturale.
4.Dacaal|bsialcatunci al(b - c), unde a, bsi c sunt numere naturale, b > c.
5.Dacaalb-csila,b)=1,atuncial c unde g, b si c sunt numere naturale.
OBSERVATII

1.1 a, pentru oricare numar natural a.
2.Dacaa,beN,albsib|a,atuncia=b.
3.DacaaeN,al1,atuncia=1.

4.Dacaa,beN,alb,atuncial (k- b)pentru oricare numar natural k.

Exercitii rezolvate

1. Stabileste daca propozitiile sunt adevarate, fara a efectua operatiile:

a) 18 (72 + 36); b) (34 +16 - 51) : 17.

Rezolvare:

a) Folosim proprietatea: albsialc= al(b+c), undea,b,ceN
72=18-4=18|72
36=18-2=18(36

b) 34=17-2=>17134
51=17-3=17|51= 17116 - 51

} = 18 (72 + 36);

}:>17|(34+16-51):>(34+16-51)S17.



Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

2. Determina elementele multimii A:
a)A={xIxeN,x|(x+6) b)A={X|xeN,Xx|(3x+8).

Rezolvare: 3
a) Folosim proprietatea: albsialc= al(b-c),undea,b,ceN,bzc.
XX 1
X 11X -X X Xefl,2 A={1,2 .
e | =005 XI55 Xe 0,236 A-(1.2,3,6)
b) Folosim proprietatile: O

-albsialc=al(b-c)undea,b,ceN,bzc
a,beN,alb=al(k-b), oricare ar fik € N.
X|(3x +8)
XX = X|3X
3. Demonstreaza c3, daca numerele naturale a si b verifica relatia 7|(3a + 4b), 2
atunci 7[(17a + 25b).

| g
}:»X|[(3X+8)-3X]:>X|8:>Xe {1,2,4,8}=>A={1,2,4 8} 6 ‘

Rezolvare:
17a+25b=14a +3a+21b+4b=14a+21b+3a+4b=7-(2a +3b) +3a + 4b
71(3a + 4b)
717 -(2a + 3b)
4. Determina numerele naturale de forma 2x3y divizibile cu 15.

Rezolvare:
2X3y :15= 2X3Y :5si 2X3Y :3
X3y : 5=y e{0,5) 4

‘y=0 2X30:3=>(Q+X+3+0):3=>(+X):3=>Xe(1,47); 2
‘y=5 2X35:3=>R2+X+3+5):3=>(10+X): 3=>X€{2,5,8}. )
Numerele cerute sunt: 2130, 2430, 2730, 2235, 2535 $i 2835.

5. Demonstreaza ca numerele a = 7k + 10 si b = 5k + 7 sunt prime intre ele, pentru

}:>7|[(3a+4b)+7~(2a+3b)]=> 71 (17a + 25b)

oricare numar natural k. 3

Rezolvare:

Fied=(ab) > d|(7k+10)=d|5- (7k + 10) = dI(35k+50)} 1

dI(5k+7)=d|7-(5kR+7) = d|(35k + 49)

= d|[(35k +50) - 35k + 49)] > d[1=>d =1 = 0

= Numerele a =7k + 10 si b = 5k + 7 sunt prime intre ele, pentru oricare numar

natural k.

I o

1. Fara a efectua operatiile, arata ca: R

a)12|(72+36); )5/ (505 -300); e)11](22-321); g)91(108 + 306 - 122).

b)71(35+7-111); d)(48+16-54) : 16; f)(405-8-54):9; 8
2. a) Determind numerele naturale de forma aba divizibile cu 15.

b) Determina numarul natural de forma bab divizibil cu 45. 3

¢) Determina numarul natural de forma a2a divizibil cu 18.

d) Determina numerele naturale de forma &X2y divizibile cu 30. 7



UNITATEAT

Multimi. Multimea numerelor naturale

N 34

3. a) Un numar natural nenul a este divizibil cu 24. Determina restul impartirii

numarului a la 8.

b) Un numdr natural nenul a este divizibil cu 111. Determind restul impartirii
numarului a la 37.

¢) Numarul natural a este divizibil cu 32, numdrul natural b este divizibil cu 48 si
a > b. Determina restul impartirii numarului (a - b) la 16.

Determina elementele multimilor A, B, C si D, unde A = {X | X € N, X| (X + 5)},
B={XIXeN,X|(@x+7)},C={X|XxeN,X|(2x+15)},D={n | neN’,n[(3n +20)}

. a) Demonstreaza ca numarul y = 5" + 57"+ 572 se divide cu 31, pentru oricare

numar natural n.

b) Demonstreaza ca numarul t = 327*3 - 9*1 - 321+1 ga divide cu 5, pentru oricare
numar natural n.

Prin impartirea numarului natural X la 45 se obtine restul 30. Demonstreaza ca X
este divizibil cu 15.

Fiey unnumar natural cu proprietatea ca,impartit la 65, da restul 26. Demonstreaza
ca Y este divizibil cu 13.

Demonstreaza ca, daca un numar natural da restul 21 prin impatrtire la 28, atunci
acesta este divizibil cu 7.

a) Demonstreaza cd, daca Xy este divizibil cu 8, atunci 2 - X + Y este divizibil cu 8.
Probeaza afirmatia prin trei exemple.

b) Demonstreaza ca, daca Xyz este divizibil cu 7, atunci 3 - Xy + Z este divizibil
cu 7. Probeaza afirmatia prin doua exemple.

¢) Demonstreaza cd, daca Xyz este divizibil cu 17, atunci 15 - X + yZ este divizibil
cu 17. Probeaza afirmatia prin doua exemple.

10. Determina valorile numarului natural n pentru care:

a)nEGGN; b)—n7724eN; c)—5nn+7eN; d)—ﬁnn+9eN; e)—8”;21eN.

11. Demonstreaza ca numerele a si b sunt prime intre ele.

Portofoliu

Rezolva cerintele urmatoare pe o coala de hartie si adaug-o la portofoliu.
Demonstreaza, folosind proprietatile relatiei de divizibilitate:

1. Daca abc : 2, atuncic :
2.Daca c : 2, atunci abc :
3.Daca abc : 5, atuncic :
4. Daca c : 5, atunci abc :

a)a=nb=n+1neN% d)a=7n+4,b=5n+3,neN,;
b)a=2n+3,b=n+2,neN,; e)a=2n+3,b=3n+5neN;
ca=5n+16,b=n+3,neN,; f)a=3n+4,b=4n+5neN.

2. 5.Daca abc : 3, atunci(a+b +c¢) :
2 6. Daca (a+ b +c) : 3, atunci abc :
5. 7.Dacaabc : 9,atunci(a+b+c):
5 8.Daca(a+ b +c) : 9, atunci abc :




Exercitii recapitulative

1

Se considera multimile A={X | X €N, X<8},B={X| X €N, X<10}si
C={XIX=3"neN,n<2}.

i) Scrie multimile A, B si C prin enumerarea elementelor.

ii) Completeaza casetele cu unul dintre simbolurile U, n, c, D, €, & pentru a
obtine propozitii adevarate:

a) A[JB; d)ACIC={1,3,9; 8){0,1,2,3}[18B;
b)B[]C; e){0,1,2,3,4,56,7}[1A; h)A[]C=B;
c)A[]B=B; f)9A )9[JBNC.

iii) Determina multimile AnB,AUC,B\ C,C\ A (AnB)UC (BN C)\A

. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:

a)AuB={0,2,46,8,10,12};
b) An {6, 10,12} = @;

¢)ANnB={4 8}
d){0,2)nB=Q2.

. Fie multimile: A={X|X=2n+3,neN,n<13},B={X|X=2n-1,neN,n<13},

C={X1x=2"-1,neN},D={X| X e numar prim, X < 20}. Determina card A, card B,
card D, card (A n B), card (D n C), card (AN BN C) si card (A \ B).

. Intr-o scoala sunt 245 de elevi. Dintre acestia, 120 merg la cercul de matematica,

185 merg la cercul de lectura, iar 35 elevi nu merg la niciun cerc. Cati elevi din
scoala merg numai la cercul de lectura?

. Descompune numerele X si Y in produs de puteri de numere prime si calculeaza

(X, y)silx, yl.

a)X=28siYy=35 b) X = 81siy = 108; €)X =225siy =375.

. Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 21, 28 si 35, da de fiecare

data restul 19 si caturi nenule.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 48, da restul 43, impartit la
36 da restul 31 si impartit la 54 da restul 49.

. Vlad are mai multe paralelipipede dreptunghice identice, fiecare dintre acestea

avand dimensiunile 12 cm, 15 cm si, respectiv, 20 cm. Care este numarul minim de
paralelipipede dreptunghice de acest fel cu care Vlad poate forma un cub?
Calculeaza volumul acestui cub (in dm3).

. Prin impartirea numerelor 212, 323 si 286 la numarul natural nenul n se obtin

resturile 17, 11 si, respectiv, 13. Determina numarul n.

10. Determina numerele naturale a si b, a < b pentru care:

a) (a,b)=30sia+b=330;
b) (a,b) =12sia- b =5 040;

c)(a,b)=13sia+b=52
d) [a, b] = 420 sia - b =2 940.

11. Demonstreaza ca numerele a si b sunt prime intre ele, pentru oricare numar

natural k.

a)a=7kR+10,b=5k+7; b)a=3k+1,b=1k + 4

12. Determina elementele multimii A:

a)A={x|xeN,x|(X+13)} b)A={X|XeN, x| (&x+21)}.

13. Numerele naturale g, b si c verifica relatiile 11| (5a + 7b + 4c) si 11 (8a + 6b + 9¢).

Demonstreaza ca 11| (a + b + ¢).

14. Determina numerele naturale de forma ab cu proprietatea a7b : 6.

UNITATEAT

LUCRAT! iN PERECHI

I 4y
a A C

A 5 .
b} /\E
/De
c d

Figura 1

Pentru rezolvarea
cerintelor de mai jos
veti folosi figura 1.

A. Precizati valoarea
de adevar a
urmatoarelor
propozitii:
a)anb={A}
b) {A, B, C} C q;
o) {E,C} C b;
d)Eeb;

e)G ¢ d,
f){I, B, E, G} = d;
g)lcnd={B}
h) B € b.

B. Completati spatiile
libere pentru a obtine
propozitii adevarate.

a)anc={.}

35 I



UNITATEA1 Evaluare

Timp de lucru: 40 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul I 60 puncte

30 puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(10p.) A. Fie A multimea cifrelor numarului 110 221. Cardinalul multimii A este:
a) 6; b) 3; o)1 d) 2.

(10 p.) B. Daca X = (28, 35) si Y = [28, 35], atunci Y : X este egal cu:
a) 940; b) 140; Q)7 d) 20.

(10p.) C.DacaA={1,3,8,9}siB={0,2,4, 6,8}, atunci multimea A \ B este egala cu:
a){1,3,9% b){8 {1,246} df1,3}

30 puncte 2. Scrie pe foaie numai rezultatele.

(10 p.) A. Descompunerea in produs de puteri de numere prime a numarului 72 este ...
(10 p.) B. Cel mai mic numar natural care are exact 3 divizori este ... .
(10 p.) C. Numerele naturale n care verifica relatia n | (2n +16) sunt ... .
Subiectul al ll-lea 30 puncte

Scrie rezolvdrile complete.

10 puncte 1. Prin impartirea numerelor 118, 178 si 148 la un numar natural nenul n se obtine, de
fiecare data, restul 28. Determina numarul n.

10 puncte 2. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
A.AUB={0,23,456,7,8, 9

B.AnB={0,5,7};
C.B\ A={6,8,9}

10 puncte 3. Determina numerele naturale de forma XyXX divizibile cu 6.

Autoevaluare

Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de Tnvatare din aceasta unitate.
LA SF[\R.‘;‘.ITUL ACESTEI UNITA‘!’I: 5foarte bine 4&bine 3mediu 2slab  1foarte slab
Pot sa stabilesc relatii intre multimi si sa efectuez operatii
cu multimi.

Pot sa determin c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. a doua sau al mai
multor numere naturale.

Pot sa aplic proprietatile divizibilitatii in N pentru
rezolvarea exercitiilor teoretice si practice.
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